Funkcja liniowa

Funkcja liniowa i jej wiasnoSci

Definicja 1
Jednomianem pierwszego stopnia zmiennej x nazywamy funkcje okreslong wzorem
f(x) = ax,gdziex € Ria€ER.

Wykresem jednomianu jest prosta przechodzgca przez poczatek uktadu wspotrzednych dla
dowolnej wartosci wspodtczynnika a. Prosta przechodzi przez Ili IV ¢wiartke uktadu, gdy a< 0,

przez | i lll ¢wiartke, gdy a>0, pokrywa sie z osig x, gdy a= 0 (patrz ilustracja ponizej).
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Jezeli do jednomianu dodamy statg b, otrzymamy wzér funkcji, ktérej wykresem tez jest
prosta, ale nie przechodzi ona przez punkt O = (0,0), lecz przecina o$ y w punkcie (0,b).
Wdwczas mamy do czynienia z funkcjg liniowa.

Definicja 2
Funkcjg liniowa nazywamy funkcje okreslong dlaxeR: f (x) = ax + b, gdziestateaib sg
liczbami rzeczywistymi.

Przyktad 1
Wyznacz wzér funkcji liniowej wiedzac, ze jej wykres przechodzi przez punkty A=(-3,1) oraz
B=(2,4).

Rozwigzanie:

Szukany wzér funkcji ma postac f (x) = ax + b. Ztresci zadania wiemy, ze f(—=3) = 1i
jednoczesdnie f(2) = 4. Otrzymujemy wiec uktad réwnan: —3a+b =1i2a + b = 4.

Jego rozwigzaniem jest para liczb (a,b) = (2,15—4) Zatem funkcje mozna opisa¢ wzorem
N
fx) = XA

Podamy teraz wtasnosci funkcji liniowej w zaleznosci od wartosci statych a i b.

Bardzo wazng role odgrywa wspétczynnik a, zwany wspétczynnikiem kierunkowym
prostej. Po jego znaku poznajemy, czy funkcja liniowa jest rosnaca, czy malejaca.

| tak:

— gdy a > 0, funkcja liniowa jest funkcjg rosnaca,

— gdy a < 0, funkcja liniowa jest funkcjg malejaca,

Funkcje nie tylko dla maturzystow — Barbara Chudolinska Strona 1



Funkcja liniowa

— gdy a =0, funkcja liniowa jest funkcjg stata.

44

Rys.2.4 a>0 Rys. 2.5 a=0 Rys. 2.6 a<0

Funkcja liniowa f (x) = ax + b dla a # 0 ma dokfadnie jedno miejsce zerowe i jest

b .
tox = - bowiem:

b
f(x)zO(:)ax+b:0<:>x:—a

Wspétczynnik a nazywamy tez wspoétczynnikiem katowym, gdyz zalezy od kata nachylenia
prostej do osi x. Zachodzi zwigzek: a = tga.

Wykresem jest linia prosta przecinajgca o$ rzednych w punkcie B=(0, b), gdyzdlax = 0
mamy: f (0) = a -0+ b = b.

Jezeli b=0, to mamy do czynienia z jednomianem, wéwczas miejscem zerowym jest x = 0.

Przykiad 2

a x
5 L S | | a | X
24 N 2 3 a4
24
Rys.2.7 a =tga>0,a < 90 Rys. 2.8 a = tga <0,90° < a < 180°

Rysunek 2.7 przedstawia wykres rosnacej funkcji liniowej o wzorze f(x) = 2x — 2. Kat
nachylenia prostej do osi x jest ostry. Wspdtczynnik kierunkowy jest dodatni. Rysunek 2.8
przedstawia wykres funkcji malejgcej w zbiorze R. Kat nachylenia do osi x jest tutaj rozwarty.
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Cwiczenie 1
Wyznacz wzoér funkcji, ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku 2.8. Dla jakich
argumentow funkcja przyjmuje wartosci wieksze od -2?

Przykfad 3
Korzystajgc z definicji funkcji rosngcej wykaze, ze funkcja f(x) = %x — 2 jest rosngca w
zbiorze liczb rzeczywistych.

Zatozenia:
1. x1 € R,X'Z ER,
2. X1<XZ(1—X2<0)

Teza: f(x;) < f(xy) (f(x1) — f(x3) < 0)

Dowdd:

Szacujemy znak réznicy: f(x;) — f(x,) = (%xl — 2) — (%xz — 2) = %xl — %xz =% (x1—x3) <
0 - na mocy zatozenia 2. Wykazalismy, ze dla dowolnych x; € R,x, € R, jesli zachodzi
nierébwno$¢ x; < x», to zachodzi nieréwnosé¢ f(x;) < f(x,), zatem na mocy definicji

funkcja jest rosngca w zbiorze liczb rzeczywistych R.

Cwiczenie 2

W?zorujac sie na przyktadzie 3 wykaz, ze funkcja, ktérej wykres przedstawiono na rysunku
2.8, wyrazajagca sie wzorem: f(x)= —2x+2 jest malejaca w zbiorze liczb
rzeczywistych.[wskazowka: zgodnie z definicjg nalezy wykazac¢, ze przy zatozeniach, jak w
przyktadzie 3 zachodzi nieréwno$é: f(x;) > f(x,)].

Przyktad 4
Dla jakich wartosci parametru k funkcja f(x) = (—% + \/§) x—5

a) ma miejsce zerowe x=2,

b) jest malejagca w R,

c) jest stata,

d) ma miejsce zerowe mniejsze od -2?

Rozwigzanie:

a) f(2)=0,zatem:

2k 5 23
3 2 2
5_2V3
_| 2772
=12
3
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5-2vV3 3
k =|— % —
2 2
3(5 - 2v3)
k=———=
4
Odp: Miejscem zerowym funkcji jest x=2 dla parametru k = —3(5_42\@.

b)
Funkcja liniowa jest malejaca, gdy jej wspotczynnik kierunkowy jest ujemny. Aby wyznaczyé
szukang warto$¢ parametru, nalezy rozwigzaé nieréwnosé:

—%+\/§ < 0, stad:
- % < —\/§, ostatecznie:

. 3V3
2
Odp: Funkcja jest malejgca dla parametru k >

k
33
8

c)

Funkcja liniowa jest stata, gdy jej wspdtczynnik kierunkowy jest rowny zero. Wobec tego:
2k .

—?+\/§ = 0, wiec:

e
2
Odp: Funkcja jest stata dla parametru k = %
d)
Miejsce zerowe funkcji liniowej wyraza sie wzorem: x = —S. W przypadku danej funkcji
miejsce zerowe zalezy od parametru k i wyraza sie wzorem: x = _2k1+53\/§ . Ma ono by¢

.. . . . . .. 15
mniejsze od -2, wiec nalezy rozwigzac nierownos$¢: ————
] ) WIg y q —2k+33
1542 (—2k+3+3)
—2k+3v3
15—4k—6v3
<0,
—2k+3v3
15—-6vV3—4k
<0,
—2k+3v3

(15— 6v3 —4k) (—2k —3y/3) <0

Ostatecznie: —¥ <k< 15—46\/5

Odp: Miejsce zerowe jest liczbg mniejszg od -2 dla parametru k spetniajgcego warunek
—IE g < B

< —2. Otrzymujemy kolejno:

<0,
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Cwiczenie 3

Wyznacz warto$é parametru m dla ktdrego funkcja dana wzorem:
flx) = (Em — 1)x + 4

3
a) jestrosngca w zbiorze liczb rzeczywistych,

b) jest stafa,
c) ma miejsce zerowe wieksze od 2,
d) ma miejsce zerowe -1.

Kazda prostg dang w postaci kierunkowej mozna zapisa¢ w postaci ogolne;j.

Definicja 3
Postacig ogdlng rownania prostej nazywamy réwnanie: Ax + By + C = 0, gdzie A i B nie s3
jednoczesnie réwne zero. Warunek ten jest spetniony, gdy A+ B?>0.

Pokazemy teraz, jak zamieni¢ postac kierunkowg na ogdlng i odwrotnie.

Przyktad 5
Wyraz w postaci ogdlnej rownanie prostej k dane w postaci kierunkowej: y = —gx + 3.

Rozwigzanie:
Przenosze wszystkie wyrazenia na jedng strone réwnania a nastepnie porzadkuje:

—§x+3—y:0,

—Ex — y + 3 = 0 - szukana posta¢ ogolna rownania prostej. Czasem wygodnie jest pozby¢

sie utamkdw, ale nie jest to konieczne.

Przyktad 6

Wyraz w postaci kierunkowej réwnanie prostej k dane w postaci ogdlnej: 3x — 2y + 7 = 0.
Rozwigzanie:

Z podanego réwnania wyznaczam y jako funkcje x:

-2y =-3x—17,
3 7 s , . .
y=5%x—3- szukana postaé kierunkowa rownania proste;j.

Szczegblnym przypadkiem rownania prostej jest przypadek, gdy B = 0. Wowczas rownanie
ma postac: Ax + € = 0. Jego wykresem tez jest prosta, ale nie jest ona wykresem funkgji.
Czy potrafisz uzasadnié, dlaczego? Jesli masz ktopot z uzasadnieniem, wré¢ koniecznie do
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definicji funkcji. Zastanow sie, dlaczego rownanie By + C = 0 jest rownaniem prostej, jej
wykres jest wykresem funkcji. Jak potozony jest wykres w uktadzie wspotrzednych?

| 1Y | TY
éx=-3 : 44
! 4+ ‘ x=2
| |
| 3 y =
| o . Nt
D T — 5 2 I T T Sy
| |
Rys. 2.9 Przyktady prostych, ktére nie sg Rys. 2.10 Przykfady prostych, ktére sg
wykresami funkcji. wykresami funkcji.

Zajmiemy sie jeszcze wzajemnym potozeniem prostych na ptaszczyznie. Jak wiecie, proste
mogg by¢ :

4+ rownolegte (nie maja punktéw wspdlnych lub pokrywaja sie),
+ przecinajace sie — szczegdlny przypadek, to proste prostopadte.

Niech beda dane proste:

k o postaci kierunkowej y = a;x + b; lub postaci ogdlnej A1x + By + C1 = 0 oraz

| o postaci kierunkowej y = a,x + b, lub postaci ogolnej A,x + B,y + C, = 0. Ponizsza
tabela podaje warunki réwnolegtosci i prostopadtosci.

Dla postaci kierunkowej Dla postaci ogdlnej
Warunek réwnolegtosci ap = az A1 By
A, B,
Warunek prostopadtosci aa; =—1 Ay _ _ﬂ
B~ 4,

Przyktad 7

Wyznacz réwnanie prostej przechodzgcej przez punkt P=(-1,3)
a) réwnolegtej,

b) prostopadtej do prostej k o réwnaniu: y = 2x + 2

Rozwigzanie:
a)

Szukana prosta [y : y = a;x + by jest réwnolegta do danej, zatem z warunku
réwnolegtosci wynika, ze a; = 2, wiec réwnanie ma postaé: y = 2x + b;. Poniewaz
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punkt P€1,,to 3 = 2-(—1) + b, i ostatecznie b; = 5.
Szukane réwnanie prostej réwnolegtej do danej ma postac¢: y = 2x + 5.

b) Szukana prosta I, : y = a,x + b, jest prostopadfa do danej, zatem z warunku

prostopadtosci  otrzymujemy: 2a, = —1, wiec a,= —%. Poniewaz  punkt
Pel,, to3 = —% -(=1) + b, i ostatecznie b, = g Woéwczas réwnanie prostej
prostopadtej do danej ma posta¢ y = —%x + g

Ponizszy rysunek stanowi ilustracje tego przyktadu.

10l Y k

Rys. 2.11 Wykres danej prostej k oraz prostych do niej: rownolegtej i prostopadtej.

Rozwiazywanie réwnan i nierownosci liniowych z jedna niewiadoma

Definicja 4
Réwnaniem liniowym nazywamy kazde réwnanie, ktére mozna sprowadzi¢ do postaci:
ax +b = 0.

Definicja 5
Rozwigzaniem (pierwiastkiem) réwnania z jedng niewiadomg nazywamy kazdg liczbe
spetniajgcy to réwnanie.

W zaleznosci od wspotczynnikéw a i b réwnanie liniowe ax + b = 0 moze miec réing

liczbe pierwiastkéw. Zaleznosci te przedstawia ponizsza tabela:

a b Liczba i postac pierwiastkdéw
a*0 dowolne Jeden pierwiastek: xo = —S
a= b+0 Réwnanie sprzeczne, brak pierwiastkow.

Réwnanie tozsamosciowe, ma nieskoniczenie wiele
a=0 b=0 pierwiastkdw. Dowolna liczba rzeczywista spetnia to
rownanie.
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Przykitad 8

Rozwigzmy réwnanie: 3x + 5 = 2x - 8.
Po uporzagdkowaniu otrzymamy: x = —13. Zatem jedynym pierwiastkiem réwnania jest
liczba -13.

Przykfad 9

Dane jest rownanie: 3x + 5 =9 Gx - 2). Po przeksztatceniu otrzymujemy:

3x + 5 = 3x — 4.5i nastepnie: 0 = 0.5.
Otrzymana réwnosc jest fatszywa. Réwnanie nie ma pierwiastkdw. Jest sprzeczne.

Definicja 6

RdAwnanie, ktdre jest spetnione dla wszystkich wartosci niewiadomej, dla ktérej maja
sens wszystkie wyrazenia wystepujgce w réwnaniu, nazywamy rownaniem
tozsamosciowym.

Przyktad 10

RAwnaniem tozsamosciowym jest réwnanie 3x — 2 — x = 2(x -1) , bowiem po wykonaniu
dziatan i uporzagdkowaniu otrzymujemy zwigzek 0 = 0. Pierwiastkiem jest dowolna liczba
rzeczywista.

Cwiczenie 4
Rozwigz rownania:

a) 2(x—3)+3x—7=§(x+3),

b) (x—3)(x+3)+6x=302x—3)+x?,
c) (x—5)72= -52x—8)+1+ x?
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