
Funkcja liniowa  
 

Funkcje nie tylko dla maturzystów – Barbara Chudolińska Strona 1 

Funkcja liniowa i jej własności 

Definicja 1 

Jednomianem pierwszego stopnia zmiennej x nazywamy funkcję określoną wzorem  

, gdzie  i . 

Wykresem jednomianu jest prosta przechodząca  przez początek układu współrzędnych dla 

dowolnej wartości współczynnika a. Prosta przechodzi przez II i IV dwiartkę układu, gdy a< 0, 

przez I i III dwiartkę, gdy a>0, pokrywa się z osią x, gdy a= 0 (patrz ilustracja poniżej).  

   
Rys. 2.1 a < 0 Rys. 2.2 a= 0 Rys. 2.3 a > 0 

 

Jeżeli do jednomianu dodamy stałą b, otrzymamy wzór funkcji, której wykresem też jest 

prosta, ale nie przechodzi ona przez punkt O = (0,0), lecz przecina oś y w punkcie (0,b). 

Wówczas mamy do czynienia z funkcją liniową. 

Definicja 2 

Funkcją liniową nazywamy funkcję określoną dla x ∈ R: , gdzie stałe a i b są 
liczbami rzeczywistymi. 

Przykład 1 

Wyznacz wzór funkcji liniowej wiedząc, że jej wykres przechodzi przez punkty A=(-3,1) oraz 

B=(2,4). 

Rozwiązanie: 

Szukany wzór funkcji ma postad . Z treści zadania wiemy, że  i 

jednocześnie . Otrzymujemy więc układ równao:  i . 

Jego rozwiązaniem jest para liczb . Zatem funkcję można opisad wzorem 

x+ . 

Podamy teraz własności funkcji liniowej w zależności od wartości stałych a i b. 
 
Bardzo ważną rolę odgrywa współczynnik a, zwany współczynnikiem kierunkowym 
prostej. Po jego znaku poznajemy, czy funkcja liniowa jest rosnąca, czy malejąca. 
I tak: 
— gdy a > 0, funkcja liniowa jest funkcją rosnącą, 
— gdy a < 0 , funkcja liniowa jest funkcją malejącą, 
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— gdy a = 0 , funkcja liniowa jest funkcją stałą. 
 

  

 

Rys.2.4 a>0 Rys. 2.5 a=0 Rys. 2.6 a<0 
 
 
Funkcja liniowa  dla a ≠ 0 ma dokładnie jedno miejsce zerowe i jest 

to , bowiem: 

 

Współczynnik a nazywamy też współczynnikiem kątowym, gdyż zależy od kąta nachylenia 
prostej do osi x. Zachodzi związek:  . 
Wykresem jest linia prosta przecinająca oś rzędnych  w punkcie B=(0, b), gdyż dla  
mamy: . 
Jeżeli b=0, to mamy do czynienia z jednomianem, wówczas miejscem zerowym jest . 
 

Przykład  2 

 

 
 

 
Rys.2.7   > 0,  

 

 

Rys. 2.8  <0,  

 
 
Rysunek 2.7 przedstawia wykres rosnącej funkcji liniowej o wzorze . Kąt 
nachylenia prostej do osi x jest ostry. Współczynnik kierunkowy jest dodatni. Rysunek 2.8 
przedstawia wykres funkcji malejącej w zbiorze R. Kąt nachylenia do osi x jest tutaj rozwarty. 
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Ćwiczenie 1 

Wyznacz wzór funkcji, której wykres przedstawiony jest na rysunku 2.8. Dla jakich 
argumentów funkcja przyjmuje wartości większe od -2? 

Przykład 3 

Korzystając z definicji funkcji rosnącej wykażę, że funkcja  jest rosnąca w 

zbiorze liczb rzeczywistych. 
 
Założenia: 

1. , 
2.  (  

 
Teza:   
Dowód: 

Szacujemy znak różnicy:  =  =  =

 - na mocy założenia 2. Wykazaliśmy, że dla dowolnych , jeśli zachodzi 
nierównośd , to zachodzi nierównośd , zatem na mocy definicji  
funkcja jest rosnąca w zbiorze liczb rzeczywistych R. 
 

Ćwiczenie 2 

Wzorując się na przykładzie 3 wykaż, że funkcja, której wykres przedstawiono na rysunku 
2.8, wyrażająca się wzorem:  jest malejąca w zbiorze liczb 
rzeczywistych.[wskazówka: zgodnie z definicją należy wykazad, że przy założeniach, jak w 
przykładzie 3 zachodzi nierównośd: ]. 
 

Przykład 4  

Dla jakich wartości parametru k funkcja  

a) ma miejsce zerowe x=2, 
b) jest malejąca w R, 
c) jest stała,  
d) ma miejsce zerowe mniejsze od -2? 

 
Rozwiązanie: 
 
a) , zatem: 

 

 =0 

 =  
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Odp: Miejscem zerowym funkcji  jest x=2 dla parametru . 

 
b)  
Funkcja liniowa jest malejąca, gdy jej współczynnik kierunkowy jest ujemny. Aby  wyznaczyd 
szukaną wartośd parametru, należy rozwiązad nierównośd: 
 

, stąd: 

, ostatecznie: 

 

Odp: Funkcja jest malejąca dla parametru . 

 
c)  
Funkcja liniowa jest stała, gdy jej współczynnik kierunkowy jest równy zero. Wobec tego: 

, więc: 

 

 

 

Odp: Funkcja jest stała dla parametru . 

 
d)  

Miejsce zerowe funkcji liniowej wyraża się wzorem: . W przypadku danej funkcji 

miejsce zerowe zależy od parametru k i wyraża się wzorem:  . Ma ono byd 

mniejsze od -2, więc należy rozwiązad nierównośd: . Otrzymujemy kolejno: 

, 

, 

, 

 

Ostatecznie:  

Odp: Miejsce zerowe jest liczbą mniejszą od -2 dla parametru k spełniającego warunek 

. 
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Ćwiczenie 3 

 
Wyznacz wartośd parametru m  dla którego funkcja dana wzorem:  

  

a) jest rosnąca w zbiorze liczb rzeczywistych, 
b) jest stała, 
c) ma miejsce zerowe  większe od 2, 
d) ma miejsce zerowe -1. 

 
 

Każdą prostą daną w postaci kierunkowej można zapisad w postaci ogólnej. 
 

Definicja 3 

Postacią ogólną równania prostej nazywamy równanie:  , gdzie A i B nie są 

jednocześnie równe zero. Warunek ten jest spełniony, gdy  . 
 
Pokażemy teraz, jak zamienid postad kierunkową  na ogólną i odwrotnie. 
 

Przykład 5 

Wyraź w postaci ogólnej równanie prostej k dane w postaci kierunkowej: . 

Rozwiązanie: 
Przenoszę wszystkie wyrażenia na jedną stronę równania a następnie porządkuję: 

, 

 

 - szukana postad ogólna równania prostej. Czasem wygodnie jest pozbyd 

się ułamków, ale nie jest to konieczne. 
 

Przykład 6 

 
Wyraź w postaci kierunkowej  równanie prostej k dane w postaci ogólnej: . 
 
Rozwiązanie: 
 
Z podanego równania wyznaczam y jako funkcję x: 

, 

 - szukana postad kierunkowa równania prostej. 

 
Szczególnym przypadkiem równania prostej jest przypadek, gdy B = 0. Wówczas równanie 
ma postad: . Jego wykresem też jest prosta, ale nie jest ona wykresem funkcji. 
Czy potrafisz uzasadnid, dlaczego? Jeśli masz kłopot z uzasadnieniem, wród koniecznie do 
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definicji funkcji. Zastanów się, dlaczego równanie  jest równaniem prostej, jej 
wykres jest wykresem funkcji. Jak położony jest wykres w układzie współrzędnych? 

 

  
Rys. 2.9 Przykłady prostych, które nie są 

wykresami funkcji. 
 

Rys. 2.10 Przykłady prostych, które są 
wykresami funkcji. 

 
 
Zajmiemy się jeszcze wzajemnym położeniem prostych na płaszczyźnie. Jak wiecie, proste 
mogą byd :  
 

 równoległe (nie mają punktów wspólnych lub pokrywają się), 
 przecinające się – szczególny przypadek, to proste prostopadłe. 

 
Niech będą dane proste:  
 k o postaci kierunkowej  lub postaci ogólnej  oraz 
l o postaci kierunkowej  lub postaci ogólnej . Poniższa 
tabela podaje warunki równoległości i prostopadłości. 
 

 Dla  postaci  kierunkowej Dla postaci  ogólnej 

Warunek równoległości  
 

Warunek prostopadłości  
 

 

Przykład 7 

Wyznacz równanie prostej przechodzącej przez punkt P=(-1,3) 
a) równoległej, 
b) prostopadłej do prostej k o równaniu:  
 
Rozwiązanie:   
 
a)  

Szukana prosta  :  jest równoległa do danej, zatem z warunku 
równoległości  wynika, że   , więc równanie ma postad: . Ponieważ 



Funkcja liniowa  
 

Funkcje nie tylko dla maturzystów – Barbara Chudolińska Strona 7 

punkt , to  i ostatecznie . 
Szukane równanie prostej równoległej do danej ma postad: . 

b) Szukana prosta  :  jest prostopadła do danej, zatem z warunku 

prostopadłości otrzymujemy: , więc . Ponieważ punkt 

, to  i ostatecznie . Wówczas równanie prostej 

prostopadłej do danej ma postad . 

 
Poniższy rysunek stanowi ilustrację tego przykładu. 
 

 
 

 
Rys. 2.11 Wykres danej prostej k oraz prostych do niej: równoległej i prostopadłej. 

 

 Rozwiązywanie równań i nierówności liniowych z jedną niewiadomą 

 

Definicja 4 

Równaniem liniowym nazywamy każde równanie, które można sprowadzid do postaci: 
. 

Definicja 5 

Rozwiązaniem (pierwiastkiem) równania z jedną niewiadomą nazywamy każdą liczbę 
spełniającą to równanie. 
 
W zależności od współczynników a i b równanie liniowe  może mied różną 
liczbę pierwiastków. Zależności te przedstawia poniższa tabela: 
 
 

a b Liczba i postad pierwiastków 
 dowolne Jeden  pierwiastek:  

  Równanie sprzeczne, brak pierwiastków. 
 

 
 

 
 

Równanie tożsamościowe, ma nieskooczenie wiele 
pierwiastków. Dowolna liczba rzeczywista spełnia to 
równanie. 
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Przykład 8 

 

Rozwiążmy równanie: – .  
Po uporządkowaniu otrzymamy:  Zatem jedynym pierwiastkiem równania jest 
liczba -13. 
 

Przykład 9 

 

Dane jest równanie: . Po przekształceniu otrzymujemy:  

 i następnie: . 
Otrzymana równośd jest fałszywa. Równanie nie ma pierwiastków. Jest sprzeczne. 
 

Definicja 6 

 
Równanie, które jest spełnione dla wszystkich wartości niewiadomej, dla której mają 
sens wszystkie wyrażenia występujące w równaniu, nazywamy równaniem 
tożsamościowym. 
 

Przykład 10 

 
Równaniem tożsamościowym jest równanie 3x − 2 − x = 2(x −1) , bowiem po wykonaniu 
działao i uporządkowaniu otrzymujemy związek . Pierwiastkiem jest dowolna liczba 
rzeczywista. 
 

Ćwiczenie 4 

Rozwiąż równania:  

a) , 

b) , 

c)  


