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Po zapoznaniu się z funkcją liniową możemy przyjśd do badania funkcji kwadratowej.  

Definicja 1 

Jednomianem stopnia drugiego nazywamy funkcję postaci:  , gdzie a Є R  

 i  a ≠ 0. Dziedziną tej funkcji jest zbiór liczb rzeczywistych R. 

Wykresem jednomianu jest krzywa zwana parabolą. Jest ona symetryczna względem osi y. 

Punkt W =(0,0) nazywamy wierzchołkiem paraboli. Położenie wykresu w stosunku do osi x 

zależy od znaku współczynnika a. Przedstawiają to poniższe rysunki: 

  
 

Rys 3.1  Wykres jednomianu dla a>0 
 

Rys.3.2 Wykres jednomianu dla a<0 
 
 

 
Własności jednomianu w zależności od znaku a  

 a>0 a<0 
 

Dziedzina: D =   D = R 

Zbiór wartości: ZW =   ZW =  

Miejsce zerowe: x = 0 x = 0 

 Funkcja rosnąca w zbiorze:  
(0,  

 

 
Funkcja malejąca w zbiorze:  

 

 
(0,  

Różnowartościowośd: nie jest różnowartościowa  
 

Inne własności: Funkcja jest parzysta, wykres jest symetryczny względem 
osi y (prostej o równaniu x=0) 
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Mając wykres jednomianu y= f(x), możemy  go przesunąd o wektor  = . Z wiadomości  

o przesunięciach wykresów  wiemy, że otrzymamy wykres funkcji danej wzorem: 

 g(x) = . Wzór ten opisuje funkcję kwadratową w postaci kanonicznej. 

Jej wykresem jest nadal parabola, tym razem  o wierzchołku  W = (p, q). W zależności od 

współrzędnych wektora  i znaku współczynnika a otrzymujemy  kilka możliwych położeo 

wykresu w stosunku do osi x. Analiza tych możliwości znajduje się w dalszej części tekstu. 

Poniżej przykłady  wykresów otrzymanych  w opisany sposób. Linie przerywane 

przedstawiają wykresy jednomianu, ciągłe zaś, to wykresy trójmianu kwadratowego. Zauważ, 

że każdy z wykresów otrzymanych w wyżej opisany sposób ma oś symetrii, jest nią prosta 

o równaniu: . 

 

 

Rys.3.3 Wykres trójmianu dla a>0 Rys.3.4 Wykres trójmianu dla a<0 
 

Przykład 1 

Wzór g(x) =  przedstawia postad kanoniczną funkcji kwadratowej. Jej wykres 

otrzymamy z wykresu jednomianu f(x) =  przez przesunięcie o wektor  = . Narysuj 

wykres funkcji g. 

Wierzchołkiem otrzymanej paraboli jest punkt W=(1,- 4), osią symetrii jest prosta o równaniu 

x=1. 

Możemy wykonad potęgowanie i redukcję wyrazów podobnych we wzorze funkcji g danej w 

postaci kanonicznej. Otrzymamy wówczas postad ogólną trójmianu kwadratowego. 

Przykład 2 

Przekształdmy wzór funkcji g(x) = . Otrzymamy kolejno:  

g(x) = 2 , 

g(x) = 2 , 
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g(x) = 2 . 

Definicja 2 

Funkcją kwadratową (trójmianem kwadratowym) w postaci ogólnej nazywamy funkcję daną 

wzorem: , gdzie a≠0, x Є R. 

Z każdą funkcją kwadratową związana jest pewna liczba, zwana wyróżnikiem i obliczana 

według wzoru: . Jej znak decyduje o  liczbie miejsc zerowych funkcji. 

Współczynniki a, b, c oraz p i q są ze sobą związane. Oto wzory opisujące te zależności: 

,  . Przypominamy: p i q są współrzędnymi wierzchołka paraboli. 

Rozwiązując równanie g(x)= 0 otrzymujemy miejsca zerowe funkcji. Obliczając wartośd 

wyróżnika, można określid liczbę miejsc zerowych funkcji kwadratowej. Zależnośd tę 

przedstawia poniższa tabelka: 

 
Znak wyróżnika 

 
Liczba miejsc zerowych 

 
Wzory 

 

 2 , , 

 1 

 

 brak  --------- 

 

Z miejscami zerowymi związana jest trzecia z postaci trójmianu kwadratowego, zwana 

postacią iloczynową . 

Definicja 3 

Funkcją kwadratową w postaci iloczynowej   nazywamy funkcję daną wzorem: 

 , gdy > 0,  

 , gdy  = 0. 

Jeżeli  <0, to funkcja nie ma postaci iloczynowej. 

Przykład 3 

Wyznaczymy postad iloczynową kilku funkcji kwadratowych: 

a)  
 

b) Obliczamy wyróżnik:  
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∆ = 32 > 0 zatem trójmian ma dwa miejsca 
zerowe: 

, , 

, . 

 
Mając miejsca zerowe, podajmy postad 
iloczynową funkcji: 
 

 
  

Rys.3.5 Trójmian ma dwa miejsca zerowe 
 
 

c)  
 

 
 
Obliczamy wyróżnik:  

 

 
∆ = - 2<0, zatem trójmian nie ma 
pierwiastków, nie ma też postaci 
iloczynowej. 
 
 

 
 
Rys.3.6 Trójmian nie ma miejsc zerowych 
 
 

d)  

 
Obliczamy wyróżnik:  

 

 
∆ = 0 zatem trójmian ma jedno miejsce 
zerowe: 

= , 

=  oraz postad iloczynową: 

 

 

 
 
Rys.3.7 Trójmian ma jedno miejsce zerowe 
 

 

Każdy trójmian można przedstawid w jednej z trzech (gdy wyróżnik jest nieujemny) lub 

dwóch (gdy wyróżnik jest ujemny) postaciach. Pokażemy to w następnych przykładach. 
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Przykład 4 

Trójmian dany w postaci ogólnej  zapisz w postaci kanonicznej 

 i iloczynowej. 

Obliczam wyróżnik: 

 

 

 

 

Wyznaczam pierwiastki: 

, , 

, , 

,  

Podajemy postad iloczynową: 

 

Obliczam współrzędne (p,q) wierzchołka paraboli, zarazem współrzędne wektora 

przesunięcia wykresu jednomianu f(x) = 2  i liczby występujące w postaci kanonicznej: 

,  

,  

Podajemy postad kanoniczną: 

 

Przykład 5 

Trójmian  zapisz w postaci kanonicznej i iloczynowej. 

Aby otrzymad postad iloczynową, tym razem korzystamy ze wzoru na różnicę kwadratów: 

. 

Wyróżnik trójmianu: ∆ = 16 
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,  

 

Zatem postad kanoniczna: , czyli po prostu: . Jak łatwo 

zauważyd, tym razem postad ogólna i kanoniczna są identyczne. 

Przykład 6 

Trójmian  zapisz w postaci kanonicznej i iloczynowej. 

Ponieważ wyróżnik ∆ < 0 (sprawdź), trójmian nie ma postaci iloczynowej. 

Jednocześnie  , więc postad kanoniczna jest identyczna z postacią ogólną. 

Przykład 7 

Trójmian zapisz w postaci ogólnej i kanonicznej. 

Po wykonaniu mnożenia otrzymujemy kolejno:  

 

 – postad ogólna,  

Następnie obliczam: ∆ = 9 i ,  

, , zatem postad kanoniczna:  

Ćwiczenie 1 

 

Aby utrwalid powyższe problemy, wykonaj polecenia: 

Trójmian  zapisz w postaci kanonicznej i ogólnej, 

Trójmian  zapisz w postaci kanonicznej i iloczynowej, 

Trójmian zapisz w postaci iloczynowej i ogólnej. 

Ćwiczenie 2 

 

Wykonaj wykresy funkcji z Ćwiczenia 1 przesuwając wykres pewnego jednomianu. Podaj 

wzór tego jednomianu, wektor przesunięcia oraz własności każdej z funkcji. 

Przeanalizujmy jeszcze własności trójmianu kwadratowego w zależności  od znaku 

współczynnika przy kwadracie zmiennej: 
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Własności trójmianu w zależności od znaku a  

 a>0 a<0 
 

 
Dziedzina: 

D =   D = R 

 
Zbiór wartości: 

y Є * q, +∞) y Є (- ∞, q] 

 
Miejsce zerowe: 

x = 0 x = 0 

 
 Funkcja rosnąca w zbiorze: 

 
(p,  

 

 
 

Funkcja malejąca w zbiorze: 
 

 

 
(0,  

 
Różnowartościowośd: 

 
Funkcja nie jest różnowartościowa  

 

 
Inne własności: 

Funkcja może,  ale nie musi, byd  parzysta 

 

Jak wcześniej podaliśmy, wykresem funkcji kwadratowej jest  krzywa zwana parabolą. Jej 

położenie w stosunku do osi x zależy od znaku wyróżnika, liczby miejsc zerowych oraz znaku 

współczynnika a. Wszystkie możliwości przedstawiają poniższe tabelki: 

 

 
 i a > 0 

 
 i a > 0 

 

 
 i a > 0 

 
 

Rys.3.8 Trójmian ma 2 
punkty przecięcia  z osią x 

 
 

Rys.3.9 Trójmian ma jeden 
punkt wspólny z osią x 

 
 

Rys.3.10 Trójmian nie ma 
punktów wspólnych z osią x 
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 i a < 0 

 
 i a < 0 

 
 i a < 0 

 

 
 
Rys. 3.11 Trójmian ma 2 
punkty przecięcia z osią x 

 

 
 

Rys. 3.12 Trójmian ma jeden 
punkt wspólny z osią x 

 

 
 

Rys. 3.14 Trójmian nie ma 
punktów wspólnych z osią x 

 

Omówione położenia wykresów będą bardzo przydatne przy rozwiązywaniu nierówności 

kwadratowych, więc warto zapamiętad poszczególne przypadki. 

Wródmy jeszcze do pierwiastków trójmianu. Obliczmy ich sumę i iloczyn: 

, 

 =  

 

Podsumujmy: otrzymaliśmy wzory Viete’a na sumę i iloczyn pierwiastków trójmianu 

kwadratowego: 

 
 

 
 

 

Zauważ, że:  i jednocześnie  , zatem prawdziwy jest związek: 

, czyli: odcięta wierzchołka paraboli jest średnią arytmetyczną miejsc zerowych 

funkcji. 
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Przykład 8 

Nie obliczając pierwiastków trójmianu , oblicz wartości wyrażeo: 

a.  

b.  

c.    

d.  

e.  

Rozwiązanie  

W każdym z przypadków należy zapisujemy wyrażenie w za pomocą sumy i iloczynu liczb:  

 oraz . Obliczamy:   oraz   

Kolejno otrzymujemy więc: 

a) , 

, po podstawieniu wartości otrzymujemy: . 

b) , 

c) , 

d)  

  

e)  =   

 

Przykład 9 

 

Wyznacz współczynniki b i c trójmianu kwadratowego , wiedząc, że jego 

miejsca zerowe spełniają warunki: 

a) , 

b) . 

 

W rozwiązaniu stosujemy wzory na sumę i różnicę pierwiastków trójmianu. 
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a)  

, stąd i z założenia o  wynika: . Jednocześnie: 

 więc: . Wówczas , jednocześnie , 

zatem  . Podsumowując:  i , trójmian ma postad . 

b)  

, jednocześnie , stąd wynika, że .  

Zatem:  . 

Ostatecznie: , , trójmian ma postad . 

 

Zastosowania funkcji kwadratowej w zadaniach 

 

Wielokrotnie spotkasz się z problemami, które można rozwiązad za pomocą funkcji 

kwadratowej. Oto przykłady niektórych z nich:  

Przykład 10 

Tor skoków pewnych żab jest fragmentem paraboli. Długośd skoku jest równa 8 cm, 

maksymalna wysokośd, na jaką skacze żaba jest równa 4 cm. Wyznacz równanie opisujące 

tor skoku. 

Rozwiązanie 

Wygodnie jest zastosowad układ współrzędnych. 
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 Zakładam, że punkt, z którego żaba startuje, pokrywa się z początkiem układu. Wówczas 

miejscami zerowymi szukanej funkcji są  i . Ponadto znamy , więc 

. Wiemy też, że . Możemy więc skorzystad z postaci kanonicznej: szukany wzór 

. Po podstawieniu mamy więc: . 

Wykorzystując któreś z miejsc zerowych, np. , wiem, że g( )=0, zatem: 

, stąd , czyli . Ostatecznie szukany wzór ma postad: 

 .Oczywiście można go zapisad w dowolnej, znanej postaci. 

Przykład 11 

Klasa 2a wybiera się na wycieczkę, która ma kosztowad w sumie 1050 zł. Każdy uczeo wpłacił 

określoną kwotę. Kilka dni przed wyjazdem  z powodów losowych 5 osób zrezygnowało z 

wycieczki i wówczas każdy z uczestników musiał dopłacid 5 zł. Ilu uczniów liczy klasa i jaki był 

planowany koszt uczestnictwa? 

Oznaczmy przez x liczbę uczniów klasy 2a (x Є N), przez y  koszt wycieczki w złotych. 

Wówczas otrzymujemy równanie opisujące koszt wyjazdu klasowego: 

(1) . 

Po zmianach liczba uczestników zmniejszyła się o 5 i wynosi x-5, zaś koszt wyjazdu wzrósł o 5 

zł i wynosi y+5. Zatem mamy drugie równanie: 

 (2) , gdzie    

Stosując metodę podstawiania rozwiązywania równao, wyznaczamy y z (1) uzyskujemy: 

(3) ; podstawiamy do (2): . Po wykonaniu działao i 

sprowadzeniu do najprostszej postaci otrzymujemy równanie  

(4) , którego wyróżnik ∆ = 4225. Pierwiastkami równania są  

oraz .Tylko druga z liczb spełnia warunki zadania, więc wiemy już, ze klasa liczy 35 

uczniów. Korzystając z (3) wyznaczam planowany koszt wyjazdu: . 

Odp: Jeżeli na wycieczkę pojechałoby 35 uczniów klasy 2a, to każdy z nich zapłaciłby 30 

złotych. 

 

 


