Funkcja kwadratowa

Po zapoznaniu sie z funkcjg liniowg mozemy przyjs¢ do badania funkcji kwadratowej.

Definicja 1
Jednomianem stopnia drugiego nazywamy funkcje postaci: f(x) = ax?, gdzie a € R

i a #0. Dziedzing tej funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych R.

Wykresem jednomianu jest krzywa zwana parabolg. Jest ona symetryczna wzgledem osi y.
Punkt W =(0,0) nazywamy wierzchotkiem paraboli. Potozenie wykresu w stosunku do osi x
zalezy od znaku wspétczynnika a. Przedstawiajg to ponizsze rysunki:

Rys 3.1 Wykres jednomianu dla a>0 Rys.3.2 Wykres jednomianu dla a<0

Wiasnosci jednomianu w zaleznosci od znaku a

a>0 a<0
Dziedzina: D=R D=R
Zbidr wartosci: ZW={0} UR. ZW=R_u {0}
Miejsce zerowe: x=0 x=0
Funkcja rosngca w zbiorze:
(0,20) (—o0,0)
Funkcja malejgca w zbiorze:
(—o0,0) (0,22)
Réznowartosciowosé: nie jest réznowartosciowa
Inne witasnosci: Funkcja jest parzysta, wykres jest symetryczny wzgledem
osi y (prostej o rownaniu x=0)
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Majac wykres jednomianu y= f(x), mozemy go przesuna¢ o wektor i = [p, g]. Z wiadomosci

o przesunieciach wykreséw  wiemy, ze otrzymamy wykres funkcji danej wzorem:
g(x) =a(x — p)* + q. Wzér ten opisuje funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej.

Jej wykresem jest nadal parabola, tym razem o wierzchotku W = (p, q). W zaleznosci od
wspétrzednych wektora Ui znaku wspétczynnika a otrzymujemy kilka mozliwych potozer
wykresu w stosunku do osi x. Analiza tych mozliwosci znajduje sie w dalszej czesci tekstu.
Ponizej przyktady  wykreséw otrzymanych ~ w opisany sposoéb. Linie przerywane
przedstawiajg wykresy jednomianu, ciggte zas, to wykresy tréjmianu kwadratowego. Zauwaz,
ze kazdy z wykreséw otrzymanych w wyziej opisany sposéb ma o$ symetrii, jest nig prosta
o réwnaniu: X — p.

Rys.3.3 Wykres trojmianu dla a>0 Rys.3.4 Wykres tréjmianu dla a<0

Przyktad 1
Wzér g(x) = 2(x — 1)? — 4 przedstawia posta¢ kanoniczng funkcji kwadratowej. Jej wykres

otrzymamy z wykresu jednomianu f(x) =2x2 przez przesuniecie o wektor % = [1, —4]. Narysuj

wykres funkcji g.

Wierzchotkiem otrzymanej paraboli jest punkt W=(1,- 4), osig symetrii jest prosta o réwnaniu
x=1.

Mozemy wykonaé potegowanie i redukcje wyrazéw podobnych we wzorze funkcji g danej w
postaci kanonicznej. Otrzymamy wéwczas posta¢ ogdélng tréjmianu kwadratowego.

Przyktad 2
Przeksztatémy wzér funkcji g(x) = 2(x — 1)? — 4. Otrzymamy kolejno:

g(x)=2(x? —2x+1) — 4,

g(x)=2x? —4x + 2 — 4,
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g(x) = 2x? — 4x — 2.

Definicja 2
Funkcjg kwadratowa (tréjmianem kwadratowym) w postaci ogdlnej nazywamy funkcje dang
wzorem: f(x) = ax? + bx + c, gdzie a0, x € R.

Z kazda funkcja kwadratowa zwigzana jest pewna liczba, zwana wyrdéznikiem i obliczana
wedtug wzoru: A= b* — 4ac. Jej znak decyduje o liczbie miejsc zerowych funkcji.

Wspétczynniki a, b, c oraz p i g s ze sobg zwigzane. Oto wzory opisujgce te zaleznosci:

A
p=— %, q= - Przypominamy: p i g sg wspotrzednymi wierzchotka paraboli.

Rozwigzujgc réwnanie g(x)= 0 otrzymujemy miejsca zerowe funkcji. Obliczajgc wartosc
wyréznika, mozina okresli¢ liczbe miejsc zerowych funkcji kwadratowej. Zaleznos¢ te
przedstawia ponizsza tabelka:

Znak wyrdznika Liczba miejsc zerowych Wzory
A= 0 2 . —-b—/A . —b+/A
X1= 2a ’ X2 = 2a ’
A= 0 1 P
0 2a
A< O brak | e

Z miejscami zerowymi zwigzana jest trzecia z postaci tréojmianu kwadratowego, zwana
postacig iloczynowsg .

Definicja 3
Funkcjg kwadratowa w postaci iloczynowej nazywamy funkcje dang wzorem:

o flx)=alx—x)x—x;),gdyA>0,
o f(x)=a(x—xp),gdyA=0.
Jezeli A <0, to funkcja nie ma postaci iloczynowe;.

Przyktad 3
Wyznaczymy postad iloczynowag kilku funkcji kwadratowych:

a) gx)= 2x*—4x -2

b) Obliczamy wyrdznik:
A= b? — 4ac
A= (—4)2 — 4% 2+ (=2)
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A =32 >0 zatem tréjmian ma dwa miejsca

zerowe: a1
4—4+/2 4+442
X, = X, =
1 2+2 1 T2 2%2 '
}{1:1_ '\’E,Kz :1+'\E T

Majac miejsca zerowe, podajmy postac
iloczynowg funkgji:

g(x) =2(x—(1—v’§)) (x—(l +\E))

g(x) = —0.5x% -1

Obliczamy wyrdznik:

A=b? — 4ac

A= —4=(—05)=(-1)

A = - 2<0, zatem tréjmian nie ma
pierwiastkow, nie ma tez postaci
iloczynowej.

d) glx)=x%—4x—4

Obliczamy wyrdznik:
A= b? — 4ac
A= (—4)> — 4+ 1=(—4)
A =0 zatem tréjmian ma jedno miejsce

zerowe:
4

T 2s1’
Xp=2 oraz postac iloczynowa:

Xp

g(x) = (x — 2)? . : .
Rys.3.7 Tréjmian ma jedno miejsce zerowe

Kazdy tréjmian mozna przedstawi¢ w jednej z trzech (gdy wyrdznik jest nieujemny) lub
dwéch (gdy wyrdznik jest ujemny) postaciach. Pokazemy to w nastepnych przyktadach.
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Przyktad 4
Tréjmian dany w postaci ogdlnej g(x) = 2x? + 6x — 20 zapisz w postaci kanonicznej

i iloczynowe;j.
Obliczam wyréznik:
A=b? — 4ac
A= 6% —4 %2+ (=20)
VA= 196

A= 14

Wyznaczam pierwiastki:

—-6-14 -6+14

Xy =——, Xy =——

1 2+2 1 7 2%2 '
_-20 i
X1 = a Xz _11
= _5, Xy = 2

Podajemy postac iloczynowa:
gx) = 2(x +5)(x —2)

Obliczam wspotrzedne (p,q) wierzchotka paraboli, zarazem wspotrzedne wektora
przesuniecia wykresu jednomianu f(x) = 2x? i liczby wystepujace w postaci kanonicznej:

Podajemy postac kanoniczna:

3)2 49
2

glx) = E(x +E

Przyktad 5
Tréjmian g(x) = x? — 4 zapisz w postaci kanonicznej i iloczynowej.

Aby otrzymaé postac iloczynowg, tym razem korzystamy ze wzoru na réznice kwadratow:
gx)= (x+2)(x —2).

Wyrdznik tréjmianu: A= 16
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e b A
P=2Xw=—5,4=Yw= —

p:{],q:—cl.

Zatem posta¢ kanoniczna: g(x) = (x —0)% — 4, czyli po prostu: (x) = x? — 4. Jak tatwo

zauwazy¢, tym razem postac ogdlna i kanoniczna sg identyczne.

Przyktad 6
Tréjmian g(x) = x? + 9 zapisz w postaci kanonicznej i iloczynowe;j.

Poniewaz wyrdznik A < 0 (sprawdz), trojmian nie ma postaci iloczynowej.
Jednoczesnie p = 0, g = 9, wiec postac kanoniczna jest identyczna z postacig ogdlna.

Przyktad 7
Tréojmian g(x) = —0.5(x — 2)(x + 4)zapisz w postaci ogélnej i kanoniczne;.

Po wykonaniu mnozenia otrzymujemy kolejno:
g(x) = —05(x%? +2x —8)

g(x) = —0.5x? — x + 4 — postac ogdlna,

N H bl . A —_ 9 H — i — —_ i
astepnie obliczam: A=9i p= — — = —

-1 9 9 , . 2.9
p=——=-1,g= — == -, zatem postac kanoniczna: g (x) = —0.5(x + 1)* + -

Cwiczenie 1

Aby utrwali¢ powyzsze problemy, wykonaj polecenia:

Tréjmian g(x) = 3(x —4)(x + 2) zapisz w postaci kanonicznej i ogéinej,
Tréjmian g(x) = 2x? + 4x — 6 zapisz w postaci kanonicznej i iloczynowej,
Tréjmian g(x) = —2(x — 1)? + 18 zapisz w postaci iloczynowej i ogdlne;j.
Cwiczenie 2

Wykonaj wykresy funkcji z Cwiczenia 1 przesuwajac wykres pewnego jednomianu. Podaj
wzér tego jednomianu, wektor przesuniecia oraz wtasnosci kazdej z funkcji.

Przeanalizujmy jeszcze wtasnosci tréjmianu kwadratowego w zaleznosci  od znaku
wspotczynnika przy kwadracie zmiennej:
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Wiasnosci tréjmianu w zaleznos$ci od znaku a

a>0 a<0
D=R D=R
Dziedzina:
VE[Q:+°°) ye(-“rq]
Zbiér wartosci:
x=0 x=0
Miejsce zerowe:
Funkcja rosngca w zbiorze: (p,) (—o0,0)
Funkcja malejgca w zbiorze: (—o,0) (0,90)
Rdéznowartosciowos¢: Funkcja nie jest réznowartosciowa
Funkcja moze, ale nie musi, by¢ parzysta
Inne wtasnosci:

Jak wczesniej podalismy, wykresem funkcji kwadratowej jest krzywa zwana parabolg. Jej
potozenie w stosunku do osi x zalezy od znaku wyrdznika, liczby miejsc zerowych oraz znaku
wspotczynnika a. Wszystkie mozliwosci przedstawiajg ponizsze tabelki:

A=0ia>0

-

-2 -1 1 2 3

Rys.3.8 Tréjmian ma 2
punkty przeciecia z osig x

Rys.3.9 Tréjmian ma jeden
punkt wspélny z osig x

Rys.3.10 Tréjmian nie ma
punktéw wspdlnych z osig x
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A=0ia<0 A=0ia<0 A<0ia<0

-

Rys. 3.11 Tréjmian ma 2 | Rys. 3.12 Tréjmian ma jeden | Rys. 3.14 Tréjmian nie ma
punkty przecigcia z 0sig x punkt wspélny z osig x punktéw wspdlnych z osig x

Omoédwione potozenia wykresow bedg bardzo przydatne przy rozwigzywaniu nierdwnosci
kwadratowych, wiec warto zapamieta¢ poszczegolne przypadki.

Wréémy jeszcze do pierwiastkow trojmianu. Obliczmy ich sume i iloczyn:

-b—VA -b+/A -2b -b
x x pu— = —
1T X2 2a T 2a 2a a’

—b—VA -b+VA _ b7-A _ b°-b*+dac _ dac ¢

XXy = = — =
142 2a 2a 4a? 4a? 4a® g

Podsumujmy: otrzymaliSmy wzory Viete’a na sume i iloczyn pierwiastkow tréjmianu

kwadratowego:
X, +x = _—b X1X2 = <
1 2 a a
Zauwaz, ze: X1 + Xp = _T:’ i jednoczesnie x,, = —;ia, zatem prawdziwy jest zwigzek:
Xy = xi;xz, czyli: odcieta wierzchotka paraboli jest Srednig arytmetyczng miejsc zerowych
funkcji.
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Przyktad 8
Nie obliczajac pierwiastkdw tréjmianu g(x) = 2x° + 4x — 6, oblicz wartosci wyrazen:

a. X124 x,°

1 1
b. —+ —
Xq Xz
1 1
C 21752
Ay Xz
2
d. (x; — x3)
x x
e. =4+ =2
Ay Az

Rozwigzanie

W kazdym z przypadkdéw nalezy zapisujemy wyrazenie w za pomocg sumy i iloczynu liczb:
4 c -6

. b
X, oraz X . Obliczamy: x;+ x; = ——= 5= —2 oraz XiX = —= —= -3

Kolejno otrzymujemy wiec:

a) w= x%4+ 17 = 204 200 + 000 — 20930 = (3 +x5)%F — 2xq%,

b2 € . , . .
w=|--) = 2 ' PO podstawieniu wartosci otrzymujemy: w = 10,

1 1 Xz | Xy xq 2+ x5 10 20 1

b) w=—+ —= —= —:—:q:——:—s—,

Xy Xz Xy Xz XXz ? G 3
1 1 1%+ x5 10 10 1
w =— —S Em——— = —g = = — = 1_
C) xy2 252 (xcy205)2 (E} 9 g’

e

d) w=_(x;— %)% =x;%2— 2x;30, +x,° = x;% + 2x,%, + 357 — 4x,%5,
w= (x; +x,)%— 4x,x,=(=2)2 —4-(-3) =16

x Xy Xyt xs? 1
e) W=—2+ b S S« R

Xy Xz XX 3
Przyktad 9

Wyznacz wspétczynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowegof (x) = x* — bx + ¢, wiedzac, ze jego

miejsca zerowe spetniajg warunki:

a) x1:5!\.x1+x2:4,
b) xZ = _ZAxlezﬁ.

W rozwigzaniu stosujemy wzory na sume i réznice pierwiastkow tréjmianu.
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a)

Xyt x,= — _?h :?: b , stad i z zatozenia o x; wynika: b =4 . Jednoczes$nie:
X1 +x3= 5+ x; =4, wiec: x; = —1. Wodwczas x;x; = —5, jednoczesnie x,x, = E =c,
zatem ¢ = —5. Podsumowujac: b =4 ic = —5, tréjmian ma posta¢ f(x) = x? — 4x — 5.
b)

XXy = E = ¢ = 6, jednocze$nie —2x; = 6, stad wynika, ze x; = —3.

Zatem: x; + x5 = —_Th:b = -5,

Ostatecznie: b = —5, ¢ = 6, tréjmian ma postaé f(x) = x? + 5x + 6.

Zastosowania funkcji kwadratowej w zadaniach

Wielokrotnie spotkasz sie z problemami, ktdre moina rozwigza¢ za pomocg funkcji
kwadratowej. Oto przyktady niektérych z nich:

Przyktad 10

Tor skokéw pewnych zab jest fragmentem paraboli. Dtugos¢ skoku jest réwna 8 cm,
maksymalna wysokos¢, na jaka skacze zaba jest rowna 4 cm. Wyznacz réwnanie opisujace
tor skoku.

Rozwigzanie

Wygodnie jest zastosowad uktad wspotrzednych.

-
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Zaktadam, ze punkt, z ktérego zaba startuje, pokrywa sie z poczatkiem uktadu. Wéwczas
x1+x2

miejscami zerowymi szukanej funkcji sg x; = 0ix; = 8. Ponadto znamy x,, = , wiec

Xy = 4. Wiemy tez, ze v, = 4. Mozemy wiec skorzystac z postaci kanonicznej: szukany wzér
gx)=alx—x,)*+7, . Po podstawieniu mamy wiec: g(x)=alx —4)2+4 .

Wykorzystujgc ktéreS z miejsc zerowych, np. x;, wiem, ze g( x; )=0, zatem:

a(0 —4)> +4 =0, stad 16a = —4, czylia = —i. Ostatecznie szukany wzér ma postac:
glx)=— i (x — 4)? + 4.0czywiécie mozna go zapisa¢ w dowolnej, znanej postaci.
Przyktad 11

Klasa 2a wybiera sie na wycieczke, ktéra ma kosztowac w sumie 1050 zt. Kazdy uczen wptacit
okreslong kwote. Kilka dni przed wyjazdem z powoddéw losowych 5 osdb zrezygnowato z
wycieczki i wowczas kazdy z uczestnikow musiat doptaci¢ 5 zt. llu ucznioéw liczy klasa i jaki byt
planowany koszt uczestnictwa?

Oznaczmy przez x liczbe ucznidw klasy 2a (x € N), przez y koszt wycieczki w ztotych.
Wdwczas otrzymujemy réwnanie opisujgce koszt wyjazdu klasowego:

(1) xy = 1050,

Po zmianach liczba uczestnikdw zmniejszyta sie o 5 i wynosi x-5, za$ koszt wyjazdu wzrdst o 5
zt i wynosi y+5. Zatem mamy drugie rownanie:

(2) (x —5)(¥ + 5) = 1050, gdzie x > 5

Stosujgc metode podstawiania rozwigzywania réwnan, wyznaczamy y z (1) uzyskujemy:

3)yv= ?; podstawiamy do (2): (x —5) (liﬁ + 5) = 1050. Po wykonaniu dziatan i

sprowadzeniu do najprostszej postaci otrzymujemy réwnanie
(4) x? — 5x — 1050 = 0, ktérego wyrdznik A = 4225, Pierwiastkami réwnania sg x; = —30

oraz x; = 35.Tylko druga z liczb spetnia warunki zadania, wiec wiemy juz, ze klasa liczy 35

ucznidow. Korzystajac z (3) wyznaczam planowany koszt wyjazdu: v = 30.

Odp: Jezeli na wycieczke pojechatoby 35 ucznidow klasy 2a, to kazdy z nich zaptacitby 30
ztotych.
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